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概要
穏健トーリック特異点解消とは, Chavez-Martinez, Duarte, 安田によって導入された, 正規
トーリック多様体における F爆発と本質因子の関係について考察する中で現れる特別な特異点解
消のことである.本稿では,主に 3次元の正規トーリック多様体に対し,穏健トーリック特異点解
消がいつ存在するか,また穏健トーリック特異点解消を持つとき,それはどのように特徴づけられ
るかについて紹介する.本稿は,山本雄大氏との共同研究 [KY24]に基づくものである.

1 導入
安田氏によって [Yas12]で導入された e次 F爆発 FBe(X)とは,正標数の体上の代数多様体 X に

対する Frobenius射の e ≥ 0回繰り返しの普遍双有理平坦化として定義されるものである. F爆発に
対する自然な問題として,十分大きな整数 eに対する FBe(X)がいつ (クレパント)特異点解消にな
るか？というものが考えられる.この問題については,例えば,次のようなことが知られている:

• X が 1次元のとき,十分大きな eに対し FBe(X)は滑らかになる [Yas12].

• X が F-正則曲面のとき,十分大きな eに対し FBe(X)は X の最小特異点解消になる [Har12,

TY09, Yas12].

• X が従順な商多様体 (= Ad
k/G, G は有限群で char k ∤ #G) のとき, 十分大きな e に対し

FBe(X)は G-Hilbertスキームと同型になる.すなわち, HilbG(Ad
k)

∼= FBe(X) (e ≫ 0)とな
る [TY09].

したがって,特に d = 3, G ⊂ SL3(k)のとき, FBe(X)は X のクレパント解消になる.

一方で, FBe(X) は特異点を持つ場合もある [Har15, HS11, HSY13, LY24]. このような結果を踏ま
え,ここでは次のような問題を考えることにする.

問題 1.1. X を正規多様体とし, e を十分大きい整数とする. このとき, X 上空の本質因子は全て
FBe(X)に素因子として現れるか？

ここで,本質因子とは X の全ての特異点解消に現れる素因子のことである.本質因子は,アークの
族に関する Nash 問題で登場することで有名である (例えば, [PS15] を参照). また, F 爆発の各点は
ジェットと見なすことができるため [Yas12],問題 1.1は Nash問題の類似と捉えることもできる.
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本稿では,正規トーリック多様体の場合に問題 1.1を考察する.この場合は,基礎体の標数が 0の場
合も Frobenius のような自己射が定義できる.そこで,任意標数における正規アフィントーリック多
様体に対する F爆発を次のように定義する.

定義 1.2 ([Yas12]). M,N を互いに双対な階数 dの自由アーベル群とし, σ ⊆ NR := N ⊗ Rを強凸
有理多面錐とする. X := Spec k[σ∨ ∩M ]を σ に付随するトーリック多様体とする. l ∈ Z>0 に対し,

l次 F爆発 FB(l)(X)を埋め込みM ∩ σ∨ ↪→ (1/l)M ∩ σ∨ に対応する射

F(l) : Spec k[(1/l)M ∩ σ∨] → X

の普遍双有理平坦化として定義する.

[Yas12] により, F 爆発の列 (FB(l)(X))l∈Z>0
や正規化された F 爆発の列 (F̃B(l)(X))l∈Z>0

は
終始することが知られている. よって, 十分大きい l に対する FB(l)(X) や, FB(l)(X) の正規化
F̃B(l)(X)をそれぞれ FB(∞)(X), F̃B(∞)(X)と書くことにする.特に,基礎体の標数が p > 0のとき
は, FB(pe)(X) ∼= FBe(X)となる.

近年, Chávez-Mart́ınez, Duarte,安田の 3名により問題 1.1に対し, 1つの解答が与えられた.

定理 1.3 ([CMDY24, Corollary 6.9]). Xσ を非退化な強凸有理多面錐 σ ⊆ NR に対応するアフィン
トーリック多様体とする.このとき, Xσ が穏健トーリック特異点解消を持つならば,全ての BGS本
質因子は F̃B(∞)(Xσ)に素因子として現れる.

本稿では,上の定理を示すために導入された穏健トーリック特異点解消 (定義 2.6)の性質について
考察を行う.特に,いつ穏健トーリック特異点解消が存在するか,また,存在するときそれはどのよう
な性質を持つか, どのように特徴付けられるかという問いに対して, 3 次元の場合について解答を与
える.

2 準備
M,N を互いに双対な階数 dの自由アーベル群とし, MR := M ⊗ R, NR := N ⊗ Rとする. k を体

とする. 錐といったら強凸有理多面錐のこととする. n ∈ N が原始的であるとは, 任意の 0 < ε < 1

に対し, εn /∈ N となることである.トーリック多様体の基本的な用語については [CLS11]に準拠す
る.特に,錐や凸包はそれぞれ

Cone(u1, . . . , us) :=

{
s∑

i=1

λiui | λi ≥ 0

}
⊆ NR

Conv(S) :=

{∑
u∈S

λuu | λu ≥ 0,
∑
u∈S

λu = 1,有限個を除いてλu = 0

}
⊆ NR

という記号を使う.ここで, u1, . . . , us ∈ N は原始的であり, S ⊆ NR は集合である.

σ ⊆ NR を錐とし, σ∨ ⊆ MR を σ の双対錐とする.このとき, σ に対応するアフィントーリック多
様体を

Xσ := Spec k[σ∨ ∩M ]



と書く.より一般に, NR の扇 Σに対し, Σに対応するトーリック多様体を XΣ と書くことにする.

2.1 BGS本質因子と Hilbert基底特異点解消
正規アフィントーリック多様体X 上空のトーラス不変因子とは,正規トーリック多様体の間のトー

リック固有双有理射 Z → X における Z 上の素因子 E のことである.また, 2つの X 上空のトーラ
ス不変因子 E ⊂ Z,E′ ⊂ Z ′ が Z と Z ′ の間の自然な双有理写像によって移りあう (一方の生成点が
他方の生成点に送られる)とき, それらを同一視する.

σ ⊆ NR を錐とする.このとき, σ に含まれる N の原始元全体の集合と Xσ 上空のトーラス不変因
子全体の集合には 1 対 1 対応がある [Ful93, pp. 53–54]. この対応により, σ の 1 次元の面は Xσ の
トーラス不変因子と対応する.

本質因子という概念にはいくつかのバリエーションがあるが, 本稿で用いる本質因子の概念は
Bouvierと Gonzalez-Sprinbergにより導入された次のようなものである.

定義 2.1 (BGS本質因子 [BGS95]). 正規アフィントーリック多様体 X 上空のトーラス不変因子が
BGS本質因子であるとは,全てのトーリック特異点解消に素因子として現れるもののことである.

定義 2.2. 錐 σ ⊆ NR に対し, σ の Hilbert基底を

HilbN (σ) := {n ∈ σ ∩N \ {0} | ∀n1, n2 ∈ σ ∩N,n = n1 + n2 ⇒ n1 = 0 or n2 = 0}

と定める. Hilbert基底はモノイド σ ∩N の極小生成系としても特徴付けられる.

Σを NR の扇とし, Σ(r)を Σの r 次元の錐の集合とする.このとき, ρ ∈ Σ(1)に対し,ある原始元
P (ρ) ∈ ρ ∩N がただ 1つ存在し, ρ = R≥0 · P (ρ)と書ける.そこで, σ ∈ Σの極小生成系の集合を

Gen(σ) := {P (ρ) | ρ ∈ Σ(1), ρ ⪯ σ}

と定義する.ここで, ρ ⪯ σ は ρが σ の面であることを意味する.また, NR の扇 Σに対する極小生成
系の集合を

Gen(Σ) :=
⋃
σ∈Σ

Gen(σ)

と定める.

命題 2.3 ([BGS95, Theorem 1.10]). σ ⊆ NR を錐とする.このとき, σ ∩N の原始元 nが HilbN (σ)

に属することと, nが σ の全ての滑らかな細分 Σの Gen(Σ)に属することが同値である.これらを満
たすとき,対応するトーラス不変因子は BGS本質因子である.

定義 2.4 ([SS23]). 錐 σ ⊆ NR の細分 Σが σ の Hilbert基底特異点解消*1であるとは, Σが滑らかで
あり, Gen(Σ) = HilbN (σ)となることである.

*1 [BGS95] や [Dai02] では, それぞれ G-desingularization, Hilb-desingularization などと呼ばれているが, 今回は
[SS23]にならいこの呼称を用いることにする.



2.2 穏健トーリック特異点解消
定義 2.5. σ = Cone(u1, . . . , us) ⊆ NR を非退化な単体的錐とする.このとき, lσ を各 ui を 1に送る
ような線形関数 NR → Rとする.

Σを非退化な錐 σ の特異点解消とする.このとき,各非退化な錐 τ ∈ Σは滑らかであるので,特に
単体的である.よって,定義 2.5の線形関数 lτ が考えられる.

定義 2.6 ([CMDY24]). Σ を非退化な錐 σ ⊆ NR の細分とする. Σ が σ の穏健トーリック特
異点解消であるとは, 任意の非退化な錐 τ ∈ Σ が滑らかで, Gen(τ) が定めるアフィン超平面
{x ∈ NR | lτ (x) = 1}が σ の全ての 1次元の面と交わることである.

例 2.7. 任意次元のトーリック多様体に対するトーリッククレパント解消や, 2次元のトーリック曲
面に対する最小特異点解消は穏健トーリック特異点解消になる.また,任意次元において, X の極小の
端末的特異点を持つ Q-分解的な双有理モデルが滑らかならば,それは X の穏健トーリック特異点解
消を与える [CMDY24].

命題 2.8 ([CMDY24, Proposition 6.7]). Σ を非退化な錐 σ ⊆ NR の穏健トーリック特異点解消と
する.このとき, Gen(Σ) = HilbN (σ)となる.すなわち,穏健トーリック特異点解消は Hilbert基底特
異点解消である.

2.3 トーリック特異点
定義 2.9. σ = Cone(u1, . . . , us) ⊆ NR を単体的錐とする.このとき, σ の重複度 (指数)を

mult(σ) := [σ ∩N + (−σ) ∩N : Zu1 + · · ·+ Zus]

と定める.

命題 2.10 ([CLS11, Proposition 11.1.8]). σ = Cone(u1, . . . , us) ⊆ NR を単体的錐とする. この
とき,

(i). σ が滑らかであることと mult(σ) = 1であることが同値.

(ii). mult(σ) = #Pσ である.ここで,

Pσ =

{
n ∈ N | n =

s∑
i=1

λiui, 0 ≤ λi < 1

}

のことである.

(iii). e1, . . . , es を σ ∩N + (−σ) ∩N の基底とし,各 ui を ui =
∑s

j=1 aijej と表すことにする.こ
のとき,

mult(σ) = | det(aij)|

が成り立つ.



注意 2.11. アフィントーリック多様体 Xσ は, 標準的特異点を持つ双有理モデル XΣc を持つ. ここ
で, Σc は Conv(σ ∩N \ {0})の境界面によって生成される扇である.さらに, Xσ の極小の端末的特
異点を持つ Q-分解的な双有理モデルは, Σc を Conv(σ ∩N \ {0})の境界面に属する格子点に沿って
単体的に細分して得た扇によって定まる [CLS11, pp. 552–554].

3 主定理
まず, X が端末的特異点を持つ Q-分解的な滑らかでないアフィントーリック多様体の場合を考

える.

(i). dimX = 3のとき,対応する錐 σ は (1, 0, 0), (0, 1, 0), (1, p, q) (1 ≤ p < q, gcd(p, q) = 1)で生
成される [Oda88, pp. 34–36].

(ii). dimX = 4で Gorensteinのとき,対応する錐 σ は (1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0), (1, a, r −
a, r) (1 ≤ a ≤ r − a, gcd(a, r) = 1)で生成される ([MS84], [BBBK11], [CLS11, Proposition

11.4.19 (a)]).

これらのトーリック特異点が穏健トーリック特異点解消を持たないことが次の定理から従う.

定理 3.1 ([KY24, Theorem 3.3]). d ≥ 3とし, σ ⊆ NR を

(1, 0, . . . , 0), (0, 1, 0, . . . , 0), . . . , (0, . . . , 0, 1, 0), (a1, a2, . . . , ad)

で生成される d次元錐とする.ここで, a1, a2, . . . , ad ∈ Z, a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ ad−1 < ad, 1 ≤ a1 ≤ d−2

である.このとき, σ に対応するアフィントーリック多様体 Xσ は穏健トーリック特異点解消を持た
ない.

以下, 証明の概略を述べる. σ が穏健トーリック特異点解消 Σ を持つと仮定する. このとき, 穏健
トーリック特異点解消が Hilbert基底特異点解消であること (命題 2.8)と命題 2.10を用いると, Σは
(1, 0, . . . , 0), (0, 1, 0, . . . , 0), . . . , (0, . . . , 0, 1, 0), (1, 1, . . . , 1) で生成される錐を含むことが分かる.こ
れは Σ の非退化な錐であるが, 穏健トーリック特異点解消の定義を満たさないため, Σ が σ の穏健
トーリック特異点解消であることに矛盾する.ゆえに, σ は穏健トーリック特異点解消を持たない.

これを用いて, 3次元の穏健トーリック特異点解消は次のように特徴付けることができる.

定理 3.2 ([KY24, Theorem 3.9]). X を 3次元アフィントーリック多様体とする.このとき, X が穏
健トーリック特異点解消を持つならば,それは X のある極小の端末的特異点を持つ Q-分解的な双有
理モデルになる.

これは, Hilbert基底特異点解消に関する次の事実を用いる.

補題 3.3 ([BGS95, Theorem 2.22]). 3次元アフィントーリック多様体 X の任意の Hilbert基底特
異点解消は, X のある極小の端末的特異点を持つ Q-分解的な双有理モデルを支配する.

穏健トーリック特異点解消は Hilbert基底特異点解消なので (命題 2.8),補題 3.3を適用することが



できる.これと,定理 3.1から得られた Q-分解的な端末的特異点を持つ 3次元アフィントーリック多
様体が穏健トーリック特異点解消を持たないことを用いると,定理 3.2が示される.

注意 3.4 ([KY24, Corollary 3.11]). 定理 3.2から,穏健トーリック特異点解消を持つトーリック多様
体はかなり珍しく,例えば,標準的特異点を持つ 3次元アフィントーリック多様体 X が穏健トーリッ
ク特異点解消を持つならば,それは X のクレパント解消になる.

例 3.5. 標準的特異点を持たないトーリック多様体で, 穏健トーリック特異点解消を持つ例として,

Cone((1, 0, 0), (0, 1, 0), (r − 1, r − 1, r)) (r ≥ 4)などがある.
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diviseurs essentiels et G-désingularisations de variétés toriques. Tohoku Math. J.

(2), 47(1):125–149, 1995.

[CLS11] David A. Cox, John B. Little, and Henry K. Schenck. Toric varieties, volume 124

of Graduate Studies in Mathematics. American Mathematical Society, Providence,

RI, 2011.
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